
Masa grawitacyjna i masa bezwªadna. Pomiary masy

Przypomnij sobie zanim zaczniesz: Tego si¦ dowiesz:

� II zasad¦ dynamiki Newtona
oraz wzór na siª¦ grawitacji;

� czym jest bezwªadno±¢ i kiedy mo-
»emy ja zaobserwowa¢;

� jak policzy¢ siª¦ od±rodkow¡.

� co to jest masa grawitacyjna oraz
masa bezwªadna;

� jak eksperymentalnie zwery�kowa¢
zasad¦ równowa»no±ci mas;

� jakie problemy napotykamy, gdy
chcemy wykona¢ precyzyjne po-
miary masy.

Wydawa¢ by si¦ mogªo, »e poj¦cia masy nie trzeba nikomu tªumaczy¢. Mamy z ni¡ do
czynienia na co dzie«, od najmªodszych lat. Na pierwszych lekcjach �zyki dowiadujemy si¦,
czym ró»ni si¦ masa od ci¦»aru i wydaje si¦, »e to rozró»nienie wyczerpuje temat. Okazuje
si¦ jednak, »e sprawa nie jest taka prosta, a historia nauki pokazaªa, »e kwestionowa¢ mo»na
nawet rzeczy na pozór oczywiste.

Masa grawitacyjna i masa bezwªadna

Rozró»nienie pomi¦dzy mas¡ i ci¦»arem obrazuje si¦ najcz¦±ciej przez prosty eksperyment.
Zazwyczaj spotykamy si¦ z tym na lekcjach lub czytaj¡c podr¦cznik � eksperymentator wa»y
przedmiot na wadze lub siªomierzu. W przypadku wagi wystarczy odczyta¢ warto±¢ wska-
zywan¡ przez przyrz¡d, aby dowiedzie¢ si¦, jaka jest masa ciaªa. W przypadku siªomierza -
odczytan¡ siª¦ (Q) nale»y podzieli¢ przez przyspieszenie ziemskie g zgodnie ze wzorem:

Q = mg (1)

Tak naprawd¦ oba przyrz¡dy dziaªaj¡ identycznie, z tym »e w przypadku wagi zamian¦ ci¦»aru
na mas¦ wykonaª za nas producent zamieszczaj¡c odpowiedni¡ podziaªk¦. Czego mo»na si¦
tutaj �przyczepi¢�?

Mierzony ci¦»ar to wynik dziaªania siªy grawitacji - siªy przyci¡gania pomi¦dzy mie-
rzonym ciaªem a nasz¡ planet¡. Wzór 1 jest wi¦c szczególnym przypadkiem bardziej ogólnego
wzoru:

F =
GMm

r2
(2)

gdzie na powierzchni Ziemi warto±¢ GMr2 wynosi wªa±nie g, czyli ok 9, 81ms2 . Mo»na wi¦c po-
wiedzie¢, »e masa (nazwiemy j¡ �mas¡ grawitacyjn¡�) jest wªasno±ci¡ ciaª �zycz-

nych, która determinuje siª¦ grawitacji oddziaªuj¡c¡ na inne ciaªa. Oznacza to te»,
»e obiekty nie posiadaj¡ce masy (np. fotony) nie oddziaªuj¡ siª¡ grawitacji w ogóle. Podob-
nie jest z reszt¡ w przypadku siªy elektrycznej � ciaªa posiadaj¡ ªadunek elektryczny, który
determinuje wielko±¢ siªy elektrycznej, z kolei ciaªa bez ªadunku nie oddziaªuj¡ w ogóle.

Zwró¢my jednak uwag¦, »e masa wyst¦puje równie» w II prawie dynamiki Newtona:

F = ma (3)

Wzór ten jednak odnosi si¦ nie tylko do ±wiata siª grawitacji. Mówi nam, »e ciaªo porusza si¦
z przyspieszeniem a zale»nym od masy m (nazywamy j¡ �mas¡ bezwªadn¡�) pod wpªywem
jakiejkolwiek siªy, a wi¦c te» np. siªy elektrostatycznej, magnetycznej, czy siª bezwªadno±ci.
Siªa grawitacji jest zawsze przyci¡gaj¡ca, natomiast siªy opisywane przez prawa dynamiki
mog¡ by¢ te» odpychaj¡ce (np. dwa ªadunki elektryczne jednoimienne) lub dziaªa¢ w pªasz-
czy¹nie prostopadªej do pªaszczyzny pola (np. siªy magnetyczne Lorentza). Czy na pewno
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wi¦c mo»emy �w ±lepo� przyjmowa¢, »e masa wskazywana na wadze wpªywa na

przyspieszenie nadawane ciaªu równie» przez siª¦ elektryczn¡ czy magnetyczn¡?

By¢ mo»e ka»demu ciaªu powinni±my przypisywa¢ zarówno mas¦ grawitacyjn¡ jak i mas¦
bezwªadn¡, tak jak przypisujemy ªadunek elektryczny czy namagnesowanie?

Równowa»no±¢ masy grawitacyjnej i bezwªadnej � pierwsze eks-

perymenty

Rysunek 1: Eksperyment - równo±¢ masy gra-
witacyjnej i bezwªadnej[1]. Czy ciaªa o ró»nej
masie spadn¡ w tym samym czasie?

Przeprowadzenie eksperymentu na wery-
�kacj¦ tezy o równowa»no±ci masy grawi-
tacyjnej i bezwªadnej nie wydaje si¦ zbyt
trudne. Na dobry pocz¡tek rozwa»my spa-

dek swobodny ciaª � rysunek 1.
Wyobra¹my sobie, »e zainspirowani do-

±wiadczeniem Galileusza, wchodzimy na
Krzyw¡ Wie»¦ w Pizie i zrzucamy z jej
szczytu dwa ró»ni¡ce si¦ od siebie ci¦»arki.
Na odwa»niki dziaªaj¡ ró»ne siªy grawitacji,
zale»ne od mas grawitacyjnych ciaª (wzór 2):

F1 =
GMmg1
R2

F2 =
GMmg2
R2

Ci¦»arki poruszaj¡c si¦ ruchem jednostajnie
przyspieszonym. Zgodnie ze wzorem 3, ich
przyspieszenia wynosz¡:

a1 =
F1
mb1

a2 =
F2
mb2

podstawiamy F1 i F2:

a1 =
GM

R2
mg1
mb1

a2 =
GM

R2
mg2
mb2

Zauwa»my, »e je±li dla obu ciaª masa grawitacyjna jest równa masie bezwªadnej*, to ciaªa
poruszaj¡ si¦ z takim samym przyspieszeniem, a co za tym idzie ci¦»arki zderz¡ si¦ z Ziemi¡
w tym samym czasie. Je»eli wi¦c zmierzymy ich czas lotu i b¦dzie on ró»ny, to udowodnimy,
»e masy grawitacyjna i bezwªadna równie» si¦ ró»ni¡!

Niestety ten eksperyment jest prosty jedynie w teorii. W praktyce musimy uwzgl¦dni¢
opór powietrza � ten z kolei zale»y przede wszystkim od wielko±ci i ksztaªtu ciaªa. Niemniej
da si¦ to zrobi¢, je±li pogodzimy si¦ z niewielk¡ dokªadno±ci¡ naszego do±wiadczenia.

*Wªa±ciwie nie tyle masa grawitacyjna i bezwªadna musz¡ by¢ równe, co musi zosta¢ zachowany pomi¦dzy

nimi staªy stosunek. Dla �zyki nie ma jednak znaczenia, czy jest to 1:1, czy 1:5 � stosunek zostaªby �zjedzony�

przez odpowiednio dobran¡ staª¡ grawitacji G.
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Równowa»no±¢ masy w eksperymencie Eötvösa

Rysunek 2: Schemat obrazuj¡cy eksperyment
przeprowadzony przez Loránda Eötvösa. Je»eli
waga skr¦ce« wykona obrót, b¦dzie to dowód
na istniej¡c¡ ró»nic¦ pomi¦dzy mas¡ grawita-
cyjn¡ i bezwªadn¡.

Najbardziej znanym do±wiadczeniem po-
twierdzaj¡cym zasad¦ równowa»no±ci masy
grawitacyjnej i bezwªadnej jest to przepro-
wadzone przez Loránda Eötvösa na pocz¡tku
XX wieku. Naukowiec ten wykorzystaª w
swoim eksperymencie wag¦ skr¦ce«. Spró-
bujemy zrozumie¢ ide¦ tego do±wiadczenia
na przykªadzie.

Na wadze skr¦ce« umieszczamy dwa od-
wa»niki wykonane z ró»nych materiaªów o
takiej samej masie grawitacyjnej. Jak wia-
domo, na ka»dy z ci¦»arków dziaªa siªa gra-
witacji zale»na od masy grawitacyjnej. Za-
uwa»my jednak, »e na ka»dy z odwa»-

ników dziaªa równie» siªa od±rodkowa

zwi¡zana z ruchem obrotowym Ziemi i

zale»na od masy bezwªadnej!:

Fb =
mbv

2

r

Siªy grawitacji s¡ zwrócone w kierunku ±rodka Ziemi, natomiast siªy od±rodkowe w kierunku
prostopadªym do osi obrotu Ziemi � rysunek 2.

Siª¦ od±rodkow¡ mo»emy wygodnie rozªo»y¢ na skªadowe w trzech kierunkach - zgodn¡ z
kierunkiem siªy grawitacji oraz równolegª¡ i prostopadª¡ do poprzeczki na której zawieszone s¡
ci¦»arki. W przypadku, gdy masy bezwªadne obu ciaª s¡ takie same, równie» siªy od±rodkowe
i ich skªadowe s¡ identyczne. Gdyby okazaªo si¦ jednak, »e masy si¦ ró»ni¡, ró»ni¢ si¦ b¦d¡
równie» siªy. Przede wszystkimwarto zwróci¢ uwag¦ na siª¦ prostopadª¡ do poprzeczki

i siªy grawitacji � niezerowy moment siªy spowoduje obrócenie, skr¦cenie wagi.
Eötvös przeprowadziª seri¦ tego typu do±wiadcze« stosuj¡c ró»ne materiaªy. Eksperyment

nie wykazaª »adnych ró»nic pomi¦dzy masami.

Zasada równowa»no±ci masy w misji kosmicznej MICROSCOPE

Rysunek 3: Dwa ci¦»arki upuszczone wewn¡trz satelity
b¦d¡ bez ko«ca spada¢ na Ziemi¦. B¦d¡ znajdowa¢ si¦
w stanie niewa»ko±ci[1].

Najnowszy eksperyment doty-
cz¡cy zasady równowa»no±ci masy
grawitacyjnej i bezwªadnej zostaª
przeprowadzony podczas misji ko-
smicznej MICROSCOPE[2]. Odby-
waª si¦ w latach 2016 � 2018, i po-
dobnie jak w eksperymencie Ga-
lileusza z przeªomu XVI i XVII
wieku, polegaª na spadku swo-
bodnym. Tym razem jednak, ze
wzgl¦du na du»¡ dokªadno±¢ po-
miaru jak¡ zamierzano uzyska¢, do-
±wiadczenie nie mogªo zostaª prze-
prowadzone na powierzchni Ziemi.

Eksperyment przeprowadzono
w satelicie kr¡»¡cym wokóª naszej
planety. �Rzucono� dwa ci¦»arki �
jeden wykonany ze stopu platyny,
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a drugi z tytanu, po czym badano przyspieszenie, z jakim oba ciaªa si¦ poruszaj¡. Ten nie-
ko«cz¡cy si¦ spadek ciaª (kr¡»enie Ksi¦»yca wokóª Ziemi, czy Ziemi wokóª Sªo«ca to równie»
nieustaj¡cy spadek) obserwowano niebywale dªugo � ci¦»arki wykonaªy a» 1642 okr¡»e-

nia wokóª Ziemi, pokonuj¡c w locie odlegªo±¢ równ¡ poªowie odlegªo±ci od bª¦kitnej planety
do Sªo«ca! Ostatecznie naukowcy nie stwierdzili ró»nic w przyspieszeniu tych dwóch

mas, a dokªadno±¢, z jak¡ potwierdzono zasad¦ równowa»no±ci to a» 10−15 .

Dodatek 1: O problemie pomiaru masy na wadze

Rysunek 4: Pomiar masy na wadze. Oprócz siªy
ci¦»ko±ci wyst¦puje te» znacznie mniejsza od
niej siªa od±rodkowa (odpowiednio »óªta i po-
mara«czowa strzaªka).

Na koniec zwró¢my uwag¦ na jeszcze je-
den istotny, cho¢ poboczny do gªównego te-
matu problem zwi¡zany z pomiarami masy
na wadze. Zastanówmy si¦ � co my tak na-

prawd¦ mierzymy?

Wyobra¹my sobie, »e pewne ciaªo, np.
worek z piaskiem, kªadziemy na wag¦ i od-
czytujemy wynik z podziaªki. Co w ten spo-
sób dowiedzieli±my si¦ o obiekcie? Czy mo-
»emy powiedzie¢, »e poznali±my jego mas¦?
Czy przyrz¡d poka»e ten sam wynik niezale»-
nie od tego, w jakim punkcie kuli ziemskiej
wykonamy pomiar?

Ilustracj¦ eksperymentu przedstawiono
na rysunku 4. Zauwa»my, »e Ziemia nieustan-
nie obraca si¦ wokóª wªasnej osi, a wraz z ni¡
ka»de ciaªo na niej poªo»one. Oznacza to, »e
na nasz worek piasku dziaªa przyci¡gaj¡ca
siªa grawitacji Fg oraz siªa od±rodkowa Fod.
W wyniku tego worek wywiera na wag¦

nieco mniejszy nacisk, ni» wynikaªoby to z samej grawitacji. Ci¦»ar, a wiec wielko±¢
mierzona przez wag¦, jest ró»nic¡ siªy grawitacji i (znacznie mniejszej) siªy od±rodkowej (we
wzorze zapiszmy od razu jej skªadow¡ "pionow¡"):

Q = Fg − Fod cos(α)

Siªa od±rodkowa zale»y od odlegªo±ci r od osi obrotu Ziemi (Uwaga! To nie to samo co promie«
R we wzorze na siª¦ grawitacji. Wiesz dlaczego?):

Fod =
mv2

r
= mω2r

Zmierzony ci¦»ar wynosi wi¦c:

Q =
GMm

R2
−mw2rcos(α)

Producent wagi z kolei umie±ciª na urz¡dzeniu podziaªk¦ w kilogramach. Podziaªka zamienia
wi¦c mierzony ci¦»ar na mas¦, poprzez przyj¦cie pewnej warto±ci staªej g. Zale»no±¢ masy
wskazanej od rzeczywistej masy ciaªa jest wiec nast¦puj¡ca:

mW = m
GM
R2 − ω

2r cos(α)
g

Co z tego wynika? Otó» wskazana na wadze masa jest jedynie lepszym lub gorszym
przybli»eniem rzeczywistej masy ciaªa. Znaczenie ma tutaj siªa od±rodkowa, która zale»y od
odlegªo±ci od osi obrotu Ziemi � czynnik ten b¦dzie wi¦c najwi¦kszy na Równiku, z kolei na
biegunie b¦dzie wynosiª 0.
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Ponadto z geogra�i wiemy, »e Ziemia nie jest jednorodn¡ kul¡. Przede wszystkim jest elip-
soid¡ obrotow¡, czyli kul¡ spªaszczon¡ na biegunach (co de facto wynika równie» z dziaªaj¡cej
siªy od±rodkowej). Zagl¡daj¡c w gª¡b Ziemi widzimy z kolei niejednorodno±¢ jej budowy, wy-
st¦powania pierwiastków chemicznych, g¦sto±ci, stanu skupienia. . . Co wi¦cej, stoj¡c na Mont
Everest jeste±my dalej odsuni¦ci od ±rodka Ziemi ni» stoj¡c nad brzegiem morza. Te wszystkie
czynniki sprawiaj¡, »e siªa grawitacji równie» nie jest identyczna w ka»dym punkcie

na powierzchni bª¦kitnej planety.
Jakie wi¦c z tego wnioski? Mierz¡c mas¦ na wadze wykonujemy pomiar z pewnym,

niewielkim bª¦dem wynikaj¡cym z obecno±ci siªy od±rodkowej i niejednorodno±ci siªy grawi-
tacji. Bª¡d ten powinien zosta¢ uwzgl¦dniony w przyj¦tej staªej g � przyspieszeniu ziemskim.
�rednie przyspieszenie ziemskie to 9, 81ms2 , najmniejsze wyst¦puje na górze Nevado Huasca-
rán w Peru i wynosi 9, 7639ms2 , a najwi¦ksze - na powierzchni oceanu Arktycznego i wynosi
9, 8337ms2 [3].

Dodatek 2: Zadanie z pomiarem masy na wadze

Marynarze na statku na oceanie Arktycznym zwa»yli worek wypeªniony piaskiem. Waga

wskazaªa mA = 5, 25kg. Jak¡ warto±¢ wska»e ta waga na górze Nevado Huascarán? Jaka

jest rzeczywista masa worka, je±li producent przyj¡ª za staª¡ g ±rednie przyspieszenie ziemskie

g = 9, 81ms2 ?
W tym zadaniu nale»y skorzysta¢ ze wzoru 1. Rzeczywisty zmierzony ci¦»ar na oceanie

wynosi:
QA = mA · g = 5, 25 · 9, 81 = 51, 5025N

Gdyby w urz¡dzeniu zastosowano staª¡ g odpowiedni¡ dla oceanu Arktycznego, to otrzyma-
noby rzeczywist¡ mas¦ worka:

m =
QA
gA
=
51, 5025
9, 8337

= 5, 24 kg

Na górze w Peru worek ten b¦dzie miaª mniejszy ci¦»ar. B¦dzie on wynosiª:

QP = m · gP = 5, 24 · 9, 7639 = 51, 1369N

Co przeªo»y si¦ na wskazanie na wadze:

mP =
QP
g
=
51, 1369
9, 81

= 5, 21 kg

Twoja kolej

Zastanów si¦, jak w praktyce przeprowadzi¢ eksperyment wery�kuj¡cy tez¦ o równowa»no-
±ci masy grawitacyjnej i bezwªadnej ze spadkiem swobodnym (wie»a w Pizie). Jak uniezale»ni¢
si¦ od zakªócaj¡cego pomiar oporu powietrza? Jakie ci¦»arki dobra¢? Która faza tego ekspe-
rymentu jest ¹ródªem najwi¦kszych niepewno±ci i co zrobi¢, »eby poprawi¢ dokªadno±¢?
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