Niepewnosci pomiarowe

Przypomnij sobie zanim zaczniesz: Tego sie dowiesz:

e dlaczego niepewnosé pomiarowa jest
wazna i jak ja policzy¢ w dowolnym
eksperymencie;

e jak policzy¢ drednia i odchylenie
standardowe;

e jak zapisa¢ sume wyrazéw poprzez

symbol X; e jak poprawnie poda¢ wynik pomiaru

wraz z niepewnoscia;

e jak wykona¢ pomiar natezenia pradu
w obwodzie z wykorzystaniem mul-
timetru.

e jak podwazyé¢ wynik eksperymentu
(badania, teorii fizycznej) robiac po-
jedynczy pomiar.

Obiektem badan wszystkich nauk przyrodniczych sa rzeczywiste obiekty, ciata fizyczne,
ktére mozemy poznawaé¢ zmystami. Mozemy je widzieé, czué lub ustyszeé. Podstawowym
narzedziem wiec dla tych nauk jest pomiar obiektu badania.

Do wykonania pomiaru stosuje sie rézne przyrzady pomiarowe. Latwo zauwazy¢, ze przy-
rzady pomiarowe charakteryzuja sie rézna doktadnodcia — mamy przeciez proste wagi ta-
zienkowe i wysokiej klasy wagi laboratoryjne, centymetry krawieckie i precyzyjne suwmiarki.
Wyniki pomiaréw sa z kolei gtéwnym zrédltem wiedzy, podstawa do wyciggania wnioskéw
o otaczajacym nas swiecie, danym zjawisku czy obiekcie. Stad tak wazne jest stosowanie
precyzyjnych, jednakowych dla wszystkich zasad okreslania doktadnosci pomiaru, czy tez nie-
pewnodci wykonanego pomiaru. Miedzynarodowa organizacja BIPM zaproponowala zasady
opracowywania danych eksperymentalnych, wydajac specjalne zalecenia ISO. Na stronie in-
ternetowej organizacji|l] udostepniony do pobrania zostal przewodnik ,Evaluation of measu-
rement data — Guide to the expression of uncertainty in measurement”. Zasad opracowanych
przez BIPM przestrzega $wiat nauki oraz organizacje na calym §wiecie.

Warto$é prawdziwa, blad przypadkowy i systematyczny

Na poczatek warto sobie uswiadomié, ze kazdy po-
miar obarczony jest btedem. Nie istnieje doskonale
precyzyjny eksperymentator, tak jak nie istnieje ide-
alnie zbudowany uktad pomiarowy. Wynika z tego,
ze wartos¢ prawdziwa charakteryzujaca dane ciato ni-
gdy nie zostanie zmierzona, odkryta. Mozemy jedynie
okresli¢ ja ,,mniej wiecej”, podaé lepsze lub gorsze jej
przyblizenie. Sytuacje te dobrze opisuje wykres na ry-
sunku 1.

Wykonujac pomiar popeliamy pewien blad. Ble-

i-ty pomiar x;
btad przypadkowy
warto$é érednia xsr L
btad wartosci sredniej

.. . btad systematyczny
warto$¢ prawdziwa xo

dem pomiaru nazywamy wiec réznice miedzy wyni-
kiem naszego pomiaru a wartoscia prawdziwa:

Az, = 29 — x;

Btad moze mie¢ dwie sktadowe — blad przy-

Rysunek 1: Wartoéé¢ prawdziwa oraz
sktadowe bledu pomiarowego. Nie
mozemy zmierzy¢ wartosci prawdzi-
wej, mozemy ja jednak oszacowac po-
przez podanie $redniej z kilku pomia-
row.

padkowy i systematyczny. Pierwszy z nich jest

zwiazany ze zjawiskiem losowosci: na przyktad mierzac wzrost osoby przyktadamy nieco
inaczej miarke w kolejnych préobach, lub mierzona osoba sie wierci. Skutkuje to uzyskiwaniem
nieco innych wynikéw przy kazdej z prob. Drugi z nich wynika z metody pomiaru czy
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jakosci przyrzadu pomiarowego: w przypadku pomiaru wzrostu nie odczytamy wyniku
doktadniej, niz pozwala na to podziatka miarki.

Btad przypadkowy tatwo jest ograniczyé — zamiast zmierzy¢ wzrost raz, mozemy pomiar
wykonadé kilka razy i wyciagnaé¢ z wynikow drednia. Okazuje sie, ze im wiecej pomiarow
wykonamy, tym wynik bedzie blizszy wartosci prawdziwej. W metrologii wyréznia
sie warto$¢ oczekiwang z serii pomiarowe;j:

Wartosé oczekiwana E(x) to Srednia z nieskoniczonej liczby pomiaréw x;

E(x) nadal nie bedzie jednak réwna wartosci prawdziwej — pozostanie pewien blad syste-
matyczny, ktérego wielkosci nie okreélimy doktadnie.
Podstawy matematyczne rachunku bledéw

Do okreslenia niepewnosci pomiaru niezbedna jest zrozumienie kilku wielkogci:
Srednia arytmetyczna:

N
i=17Ti
s = T a7 1
v N 9
Odchylenie standardowe:
Z(xz 1'7")2
= 2
o(x) ¥ (2)
Odchylenie standardowe Sredniej:
_ Z(xz - xT)Q
o) =\ NN -1 @)

Wyobrazmy sobie, ze mierzymy wzrost naszego kolegi. Zdajemy juz sobie sprawe, ze trudno
nam jest precyzyjnie rozciagnaé¢ miarke miedzy jego stopami i gltowa oraz, ze kolega jest
wiercipieta. Decydujemy sie wiec na wykonanie pomiaru 12 razy. Wyniki zapisujemy w tabeli,
wyliczamy z nich drednia i odchylenia standardowe, a nastepnie nanosimy wszystko na wykres
— rysunek 2.

Pomiary wzrostu Wielkose¢:
185,2 srednia
184,3 odchylenie standardowe

Wartoic: Uizyta formufa:
185,12 "=SREDNIA(B3:B14)"
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Rysunek 2: Wyniki pomiaréw wzrostu naniesione na wykres. Pomaranczowa i czerwona linia

pokazuja zakresy wzrostow obejmowane przez odchylenia standardowe.

Jak rozumieé¢ w takim przypadku odchylenie standardowe?
W zakresie wzrostow xs, + o(x) miesci sie 68% wynikéw pomiaréw
W zakresie wzrostow xs, £ o(x4) miesci si¢ warto$é oczekiwana wzrostu z 68% pewnosciq
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Dodatkowo mozna stwierdzié, ze:
W zakresie wzrostow xgr £ 20(x) miesci sie 95% wynikéw pomiaréw
W zakresie wzrostow xs, £ 30(x) miesci sie 99,7% wynikéw pomiaréw

Podobne twierdzenia mozemy dopisaé¢ dla 2 i 3 sigm dla wartosci oczekiwanej

Wartosci te sa konsekwencja bardzo waznego twierdzenia stosowanego w fizyce — mozna
matematycznie udowodnié, ze pomiary w tego typu eksperymentach maja roz-
klad normalny (Gaussa). Oczywiscie zdarzaja sie eksperymenty, gdzie pomiary maja inne
rozktady, nie mniej rozktad Gaussa jest bardzo powszechny i mozemy go na nasze potrzeby
przyjmowac ,w Slepo”.

Wyrazanie niepewno$ci pomiarowych

Najwazniejsza wielkodcig okreslajaca btad pomiaru jest niepewnos$é standardowa. Jest
ona suma wszystkich rodzajéw niepewnosci, jakie eksperymentator jest w stanie zdiagnozowac.
Wyraza ona przedzial, w jakim zawiera sie poszukiwana warto$§é prawdziwa z 68%
pewnoscia.

Przewodnik ISO|1] podaje dwie metody wyznaczania wartosci niepewnosci standardowej:
Metoda A: w przypadku, gdy mamy serie pomiardéw, niepewnoscig standardows jest odchy-
lenie standardowe $redniej z serii (poréwnaj z przyktadem ze wzrostem)

ua(r) = o(zs) (4)

W praktyce czesto méwi sie, ze seria pomiarowa powinna mieé¢ co najmniej 10 pomiardéw.
Liczba pomiaréw zalezna jest jednak od doktadnodci, jaka chcemy uzyskaé.

Metoda B: zakladamy pewna niepewnos¢ graniczng (maksymalng). Niepewnosé standardowa
jest réwna niepewnosci granicznej podzielonej przez v/3

ug (.’E) _ AZmag
V3
Niepewno$¢ standardowa jest pierwiastkiem sumy kwadratéw niepewnoéci ze wszystkich zro-
det:

(5)

u(w) = 1l (2) + vl (@) + ..+ (2) + ud () + (6)
Wréémy do przykltadu ze wzrostem. Wykonalismy serie 12 pomiaréw miarka o podziatce réw-
nej lmm. ZauwazyliSmy juz, ze jedna z przyczyn bledéw jest przypadkowy rozrzut wynikéw.
Jest to niepewnos¢ typu A, ktérg wyrazimy poprzez odchylenie standardowe $redniej.

ua(x) =0,25em = 2,5mm

Czy sa inne zrodta btedéw w tym pomiarze? Zwro¢my uwage, ze nasze odczyty maja skoriczona
precyzje — nie odczytamy wyniku doktadniej, niz pozwala na to podziatka. 1mm jest wiec nasza
niepewnoécia graniczna typu B:

1
ug(z) = % =0,67Tmm

Niepewno$é standardowa pomiaru wynosi:

u(x) =14/2,52+ 0,672 = 2,6(mm)

Przyktad z multimetrem

Chcemy zmierzy¢ natezenie pradu ptynacego w obwodzie jak na rysunku 3. Wilaczmy w
obwdd multimetr przetaczony w tryb pomiaru natezenia pradu na zakresie 20 mA i zamy-
kamy obwod wtacznikiem. Okazuje sie, ze multimetr pokazuje staly wartos¢ 0,48mA. Czy
mozemy uznaé, ze wyznaczyliSmy natezenie pradu bez btedu, skoro wartodé¢ nie fluktuuje?
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10 k0

Producenci przyrzadéw pomiarowych najczesciej podaja w in- —|_—°/ o— |—‘
strukcji lub na opakowaniach metodyke wyznaczania niepewno- .

§ci pomiarowych. W przypadku prostych multimetréw najcze- ) T

sciej znalez¢ mozna takie lub podobne sformutowanie: @

+0,9%rdg + 3dgt
Rysunek 3: Schemat uktadu
Oznacza ono, ze niepewno$¢ graniczna dla pomiaru wynosi 0,9%

odezytu (ang. reading) + 3 cyfry (ang. digits, chodzi o naj-
mniejsza cyfre, jaka mozna odczytac z miernika). W przypadku naszego pomiaru niepewnosci
prezentuja sie wiec nastepujaco:

do pomiaru natezenia pradu

ua(z) =0
0,9%-0,484+3-0,01 0,034
up(w) = /3 ~ 1,73

u(z) =14/0%2+ 0,022 = 0,02(mA)

Poprawny zapis wynikow

=0,02(mA)

Podajac wyniki przeprowadzonych pomiaréw nalezy przestrzega¢ zasad:

o Wynikiem pojedynczego pomiaru jest odczyt z przyrzadu, wynikiem eksperymentu z
serig pomiaréw — érednia arytmetyczna

e Wynik zawsze podajemy z niepewnoécia
e Niepewno$¢ najczesciej podajemy jako niepewnosé standardowa dopisang w nawiasie:
10,2(0,1) A {ub 10,2(1) A
— oba zapisy oznaczaja to samo i sg poprawne
e Niepewnosé¢ mozna poda¢ jako niepewno$é graniczng — wtedy zapisujemy =+, np.:

10,24+0,2 A
e Niepewnos¢ podajemy z co najwyzej dwoma cyframi znaczacymi. Wygodnie przyjaé
zasade, ze jesli pierwsza cyfra znaczaca to 17 lub 2", to podajemy dwie cyfry zna-
czace, natomiast jesli .37 1 wiecej — jedng. Niepewnosci ZAWSZE zaokraglamy w gore.
Przyktady:
0,483 A = 0,5 A

0,23334 = 0,24 A
5,284 = 6A

e Wynik pomiaru podajemy z liczba cyfr znaczacych odpowiadajaca niepewnosci. Wynik
pomiaru zaokraglamy zgodnie z zasadami matematyki (od ,5” w gore, ponizej ,5” — w
dot), na przyktad:

U=1,27V i w(U)=0,12V = U =1,28(12)V lub U =1,28(0,12)V
P =133,24W ¢ u(P)=6W = P =133(6)W
W przytoczonych wczeéniej przyktadach wynik pomiaru wzrostu mozemy zapisaé:
W zrost = 185,1(3)m
Wynik pomiaru natezenia pradu wyniost:

I =0,48(0,02)mA
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Przyklad z pomiarem masy

Pan Kowalski postanowit sie zwazy¢ na prostej wadze tazienkowej. Po pierwszych prébach
zauwazyl, ze wynik na wadze zmienia sie, zdecydowal sie wiec na wykonanie serii pomiarowej.

Wyniki pomiaréw przedstawia tabela 1.

Nr pomiaru H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘

5 | 6] 7 |8 |

| 10

Masa

| 82,9 825812815 833789826830 |89 810

Tabela 1: Wyniki pomiaréw masy na wadze tazienkowej

Wyniki zostaly naniesione na wykres —
rysunek 4. Na wykresie tatwo zauwazyé, ze
pomiar 6 wyraznie odstaje od pozostatych
wynikéw. Taki przypadek nalezy od razu od-
rzuci¢ z analizy jako blad gruby. Dla pozo-
staltych 9 pomiaréw obliczamy $rednia, od-
chylenie standardowe i odchylenie standar-
dowe éredniej zgodnie ze wzorami 1, 2 i 3.
Do tego celu mozemy wykorzystaé tez po-
dane w poprzednim przyktadzie formuty pro-
gramu excel:

mer = 82,21kg
o(m) = 0,84kg

Pomiar

Rysunek 4: Wyniki pomiaréw masy na wadze
tazienkowej. Wyniki fluktuuja w skonczonym
zakresie, pomiar 6 odstaje i moze zosta¢ od-
rzucony (blad gruby).

o(msy) = 0,28kg

Niepewnos¢ typu A wynosi wiec:
ua(m

) = 0, 28kg

Teraz niepewnosé typu B — podziatka wagi to 0,1 kg, a wiec niepewnos$¢ wynosi:

ug(m) =

0,1
V3

= 0,058kg

Otrzymana niepewnos¢ standardowa bedzie pierwiastkiem sumy kwadratéw niepewnosci skta-

dowych:

\/“A

Masa pana Kowalsklego wynosi (0,29 kg
mozemy spokojnie zaokragli¢ juz w gore):

m = 82,2(3)kg

Nastepnego dnia pan Kowalski ponownie
stanal na wadze. Okazato sie, ze przyrzad po-
kazuje wartosci w okolicach 83 kg! Ekspery-
mentator zaczal podejrzewaé, ze wyniki te sa
zbyt duze w poréwnaniu do obliczonej po-
przedniego dnia $redniej. Jak stwierdzié, czy
nie popetniono btedu?

Na rysunku 5. przedstawiono pordéwna-
nie wynikéw érednich z dwoéch dni. Jak widaé
nowa $rednia wykracza poza poprzed-
nio obliczong wage o wiecej, niz nie-

)+ ud(w) = /0,282 40,0582 = 0,29(kg)

B3,5

ey Ik | pOmMiETOW -
82,5 Srednia
— £ ufm)
¥
g - -— = 2 uim)
T —
. — DOMIENY NESLEPNEZ0
dnia- érednia
81
Rysunek 5: Srednia pomiaréw masy z drugiego

dnia rézni sie od poprzedniej sredniej. Wynik
nie miesci si¢ w przedziale f+u(m) (w ktorym
znajduje sie prawdziwa masa z 67% pewno-
$cia), ani w przedziale £2u(m) (w ktorym znaj-
duje sie prawdziwa masa z 95% pewnoscig!)

pewnos$é oszacowania. JesteSmy wiec pewni, ze popelniono blad. Co moze by¢ jego 7ro-

dlem?
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Pan Kowalski wykonat pomiary w ciagu kilku minut. Nie wzial pod uwage fizjologii orga-
nizmu — by¢ moze rano nastepnego dnia zjadt obfite $niadanie i wypit duza kawe? Fizjologia
organizmu jest kolejnym Zrédlem niepewnosci!

o Pan Kowalski moze naprawi¢ swoj btad
85 e e ——- na dwa sposoby:

—— viyriki pomiare - e Drzienna zmiennos$é masy ciala jest zja-
522 e wiskiem losowym. Mozna wiec wyko-
na¢ serie pomiaréw nie w ciggu kilku
minut, lecz o losowych godzinach w

+ u(m)

masa (kg)

B15 -— =t 2u(m)

------- pomiery nepnse przeciagu kilku kolejnych dni. Otrzy-
mana zmiennoé¢ bedzie znacznie wiek-
sza 1 uwzgledni dwa zjawiska — fizjolo-
gie i losowosé przyrzadu pomiarowego

Rysunek 6: Srednia pomiaréw z drugiego dnia
(Niepewnosé typu A)

nieznacznie wykracza poza obszar +u(m) - nie
ma powodu by sadzié¢, ze ponownie popelniono

AT ) e Masa ciala nie zmienia si¢ w nie-
btad w szacowaniu niepewnosci

skonczonym zakresie. Zdroworozsad-
kowo mozemy przyjac, ze wartoscig graniczng jest np. 1 kg i na jej podstawie obliczy¢
niepewnos¢ standardowa (Niepewnosé typu B).

Zastosujmy druga metode. Blad graniczny wynosi 1 kg, a wiec niepewno$¢ standardowa
typu B wynosi:

1
upa(m) = % =0,58kg

Catkowita niepewno$¢ standardowa, ztozona z trzech sktadowych wyniesie:

) = U (@) + by (2) + uby(x) = /0,282 +0,0582 + 0,582 = 0,65(kg)
Masa pana Kowalskiego z uwzglednieniem poprawki wynosi:

m = 82,2(7)kg

Jeszcze o zrédlach niepewnosci

Zauwazmy na koniec, ze niepewnosci z niektorych zrodet sa pomijalnie mate w poréwnaniu
do innych. Tak jest w przypadku eksperymentu z masa — niepewnosé typu B wynikajaca z
podziatki wagi jest znacznie mniejsza niz dwie pozostate sktadowe. Gdybysmy nie uwzglednili
tego sktadnika, niepewnosé standardowa pomiaru po zaokragleniu wyniostaby doktadnie tyle
samo — 0,64 kg (prosze sprawdzi¢!). Warto mie¢ to na uwadze — po przeanalizowaniu
wszystkich potencjalnych Zzrédel niepewnosci eksperymentator moze ocenié, ktore
z nich sa dominujace i tylko je uwzgledni¢. Jest to dobry sposéb na optymalizacje czasu,
a czasem 1 kosztow eksperymentu.

Twoja kolej

Zaproponuj eksperyment fizyczny, w ktérym dokonasz pomiaru wybranej wielkosci fizycz-
nej. Zastanéw sie, co moze by¢ zrédtem bledéw. Ktore z nich sa istotne, a ktére pomijalnie
male? Podziel zrodla niepewnosci na typ A i B. Na koniec mozesz przeprowadzi¢ pomiary i
zapisa¢ wynik z niepewnoscia.
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