
Niepewno±ci pomiarowe

Przypomnij sobie zanim zaczniesz: Tego si¦ dowiesz:

� jak policzy¢ ±redni¡ i odchylenie
standardowe;

� jak zapisa¢ sum¦ wyrazów poprzez
symbol Σ;

� jak wykona¢ pomiar nat¦»enia pr¡du
w obwodzie z wykorzystaniem mul-
timetru.

� dlaczego niepewno±¢ pomiarowa jest
wa»na i jak j¡ policzy¢ w dowolnym
eksperymencie;

� jak poprawnie poda¢ wynik pomiaru
wraz z niepewno±ci¡;

� jak podwa»y¢ wynik eksperymentu
(badania, teorii �zycznej) robi¡c po-
jedynczy pomiar.

Obiektem bada« wszystkich nauk przyrodniczych s¡ rzeczywiste obiekty, ciaªa �zyczne,
które mo»emy poznawa¢ zmysªami. Mo»emy je widzie¢, czu¢ lub usªysze¢. Podstawowym
narz¦dziem wi¦c dla tych nauk jest pomiar obiektu badania.

Do wykonania pomiaru stosuje si¦ ró»ne przyrz¡dy pomiarowe. �atwo zauwa»y¢, »e przy-
rz¡dy pomiarowe charakteryzuj¡ si¦ ró»n¡ dokªadno±ci¡ � mamy przecie» proste wagi ªa-
zienkowe i wysokiej klasy wagi laboratoryjne, centymetry krawieckie i precyzyjne suwmiarki.
Wyniki pomiarów s¡ z kolei gªównym ¹ródªem wiedzy, podstaw¡ do wyci¡gania wniosków
o otaczaj¡cym nas ±wiecie, danym zjawisku czy obiekcie. St¡d tak wa»ne jest stosowanie
precyzyjnych, jednakowych dla wszystkich zasad okre±lania dokªadno±ci pomiaru, czy te» nie-
pewno±ci wykonanego pomiaru. Mi¦dzynarodowa organizacja BIPM zaproponowaªa zasady
opracowywania danych eksperymentalnych, wydaj¡c specjalne zalecenia ISO. Na stronie in-
ternetowej organizacji[1] udost¦pniony do pobrania zostaª przewodnik �Evaluation of measu-
rement data � Guide to the expression of uncertainty in measurement�. Zasad opracowanych
przez BIPM przestrzega ±wiat nauki oraz organizacje na caªym ±wiecie.

Warto±¢ prawdziwa, bª¡d przypadkowy i systematyczny

Rysunek 1: Warto±¢ prawdziwa oraz
skªadowe bª¦du pomiarowego. Nie
mo»emy zmierzy¢ warto±ci prawdzi-
wej, mo»emy j¡ jednak oszacowa¢ po-
przez podanie ±redniej z kilku pomia-
rów.

Na pocz¡tek warto sobie u±wiadomi¢, »e ka»dy po-
miar obarczony jest bª¦dem. Nie istnieje doskonale
precyzyjny eksperymentator, tak jak nie istnieje ide-
alnie zbudowany ukªad pomiarowy. Wynika z tego,
»e warto±¢ prawdziwa charakteryzuj¡ca dane ciaªo ni-
gdy nie zostanie zmierzona, odkryta. Mo»emy jedynie
okre±li¢ j¡ �mniej wi¦cej�, poda¢ lepsze lub gorsze jej
przybli»enie. Sytuacj¦ t¦ dobrze opisuje wykres na ry-
sunku 1.

Wykonuj¡c pomiar popeªniamy pewien bª¡d. Bª¦-
dem pomiaru nazywamy wi¦c ró»nic¦ mi¦dzy wyni-
kiem naszego pomiaru a warto±ci¡ prawdziw¡:

∆xi = x0 − xi

Bª¡d mo»e mie¢ dwie skªadowe � bª¡d przy-

padkowy i systematyczny. Pierwszy z nich jest

zwi¡zany ze zjawiskiem losowo±ci: na przykªad mierz¡c wzrost osoby przykªadamy nieco
inaczej miark¦ w kolejnych próbach, lub mierzona osoba si¦ wierci. Skutkuje to uzyskiwaniem
nieco innych wyników przy ka»dej z prób. Drugi z nich wynika z metody pomiaru czy
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jako±ci przyrz¡du pomiarowego: w przypadku pomiaru wzrostu nie odczytamy wyniku
dokªadniej, ni» pozwala na to podziaªka miarki.

Bª¡d przypadkowy ªatwo jest ograniczy¢ � zamiast zmierzy¢ wzrost raz, mo»emy pomiar
wykona¢ kilka razy i wyci¡gn¡¢ z wyników ±redni¡. Okazuje si¦, »e im wi¦cej pomiarów

wykonamy, tym wynik b¦dzie bli»szy warto±ci prawdziwej. W metrologii wyró»nia
si¦ warto±¢ oczekiwan¡ z serii pomiarowej:

Warto±¢ oczekiwana E(x) to ±rednia z niesko«czonej liczby pomiarów xi

E(x) nadal nie b¦dzie jednak równa warto±ci prawdziwej � pozostanie pewien bª¡d syste-
matyczny, którego wielko±ci nie okre±limy dokªadnie.

Podstawy matematyczne rachunku bª¦dów

Do okre±lenia niepewno±ci pomiaru niezb¦dna jest zrozumienie kilku wielko±ci:
�rednia arytmetyczna:

xsr =
∑N
i=1 xi
N

(1)

Odchylenie standardowe:

σ(x) =

√∑
(xi − xr)2
N

(2)

Odchylenie standardowe ±redniej:

σ(xsr) =

√∑
(xi − xr)2
N(N − 1)

(3)

Wyobra¹my sobie, »e mierzymy wzrost naszego kolegi. Zdajemy ju» sobie spraw¦, »e trudno
nam jest precyzyjnie rozci¡gn¡¢ miark¦ mi¦dzy jego stopami i gªow¡ oraz, »e kolega jest
wiercipi¦t¡. Decydujemy si¦ wi¦c na wykonanie pomiaru 12 razy. Wyniki zapisujemy w tabeli,
wyliczamy z nich ±redni¡ i odchylenia standardowe, a nast¦pnie nanosimy wszystko na wykres
� rysunek 2.

Rysunek 2: Wyniki pomiarów wzrostu naniesione na wykres. Pomara«czowa i czerwona linia
pokazuj¡ zakresy wzrostów obejmowane przez odchylenia standardowe.

Jak rozumie¢ w takim przypadku odchylenie standardowe?
W zakresie wzrostów xsr ± σ(x) mie±ci si¦ 68% wyników pomiarów

W zakresie wzrostów xsr ± σ(xsr) mie±ci si¦ warto±¢ oczekiwana wzrostu z 68% pewno±ci¡
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Dodatkowo mo»na stwierdzi¢, »e:
W zakresie wzrostów xsr ± 2σ(x) mie±ci si¦ 95% wyników pomiarów

W zakresie wzrostów xsr ± 3σ(x) mie±ci si¦ 99,7% wyników pomiarów

Podobne twierdzenia mo»emy dopisa¢ dla 2 i 3 sigm dla warto±ci oczekiwanej

Warto±ci te s¡ konsekwencj¡ bardzo wa»nego twierdzenia stosowanego w �zyce � mo»na

matematycznie udowodni¢, »e pomiary w tego typu eksperymentach maj¡ roz-

kªad normalny (Gaussa). Oczywi±cie zdarzaj¡ si¦ eksperymenty, gdzie pomiary maj¡ inne
rozkªady, nie mniej rozkªad Gaussa jest bardzo powszechny i mo»emy go na nasze potrzeby
przyjmowa¢ �w ±lepo�.

Wyra»anie niepewno±ci pomiarowych

Najwa»niejsz¡ wielko±ci¡ okre±laj¡c¡ bª¡d pomiaru jest niepewno±¢ standardowa. Jest
ona sum¡ wszystkich rodzajów niepewno±ci, jakie eksperymentator jest w stanie zdiagnozowa¢.
Wyra»a ona przedziaª, w jakim zawiera si¦ poszukiwana warto±¢ prawdziwa z 68%

pewno±ci¡.
Przewodnik ISO[1] podaje dwie metody wyznaczania warto±ci niepewno±ci standardowej:

Metoda A: w przypadku, gdy mamy seri¦ pomiarów, niepewno±ci¡ standardow¡ jest odchy-
lenie standardowe ±redniej z serii (porównaj z przykªadem ze wzrostem)

uA(x) = σ(xsr) (4)

W praktyce cz¦sto mówi si¦, »e seria pomiarowa powinna mie¢ co najmniej 10 pomiarów.
Liczba pomiarów zale»na jest jednak od dokªadno±ci, jak¡ chcemy uzyska¢.
Metoda B: zakªadamy pewn¡ niepewno±¢ graniczn¡ (maksymaln¡). Niepewno±¢ standardowa
jest równa niepewno±ci granicznej podzielonej przez

√
3

uB(x) =
∆xmax√
3

(5)

Niepewno±¢ standardowa jest pierwiastkiem sumy kwadratów niepewno±ci ze wszystkich ¹ró-
deª:

u(x) =
√
u2A1(x) + u

2
A2(x) + . . . + u

2
B1(x) + u

2
B2(x) + . . . (6)

Wró¢my do przykªadu ze wzrostem. Wykonali±my seri¦ 12 pomiarów miark¡ o podziaªce rów-
nej 1mm. Zauwa»yli±my ju», »e jedn¡ z przyczyn bª¦dów jest przypadkowy rozrzut wyników.
Jest to niepewno±¢ typu A, któr¡ wyrazimy poprzez odchylenie standardowe ±redniej.

uA(x) = 0, 25cm = 2, 5mm

Czy s¡ inne ¹ródªa bª¦dów w tym pomiarze? Zwró¢my uwag¦, »e nasze odczyty maj¡ sko«czon¡
precyzj¦ � nie odczytamy wyniku dokªadniej, ni» pozwala na to podziaªka. 1mm jest wi¦c nasz¡
niepewno±ci¡ graniczn¡ typu B:

uB(x) =
1mm√
3
= 0, 67mm

Niepewno±¢ standardowa pomiaru wynosi:

u(x) =
√
2, 52 + 0, 672 = 2, 6(mm)

Przykªad z multimetrem

Chcemy zmierzy¢ nat¦»enie pr¡du pªyn¡cego w obwodzie jak na rysunku 3. Wª¡czmy w
obwód multimetr przeª¡czony w tryb pomiaru nat¦»enia pr¡du na zakresie 20 mA i zamy-
kamy obwód wª¡cznikiem. Okazuje si¦, »e multimetr pokazuje staª¡ warto±¢ 0,48mA. Czy
mo»emy uzna¢, »e wyznaczyli±my nat¦»enie pr¡du bez bª¦du, skoro warto±¢ nie �uktuuje?
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Rysunek 3: Schemat ukªadu
do pomiaru nat¦»enia pr¡du

Producenci przyrz¡dów pomiarowych najcz¦±ciej podaj¡ w in-
strukcji lub na opakowaniach metodyk¦ wyznaczania niepewno-
±ci pomiarowych. W przypadku prostych multimetrów najcz¦-
±ciej znale¹¢ mo»na takie lub podobne sformuªowanie:

± 0, 9% rdg ± 3 dgt

Oznacza ono, »e niepewno±¢ graniczna dla pomiaru wynosi 0,9%
odczytu (ang. reading) + 3 cyfry (ang. digits, chodzi o naj-
mniejsz¡ cyfr¦, jak¡ mo»na odczyta¢ z miernika). W przypadku naszego pomiaru niepewno±ci
prezentuj¡ si¦ wi¦c nast¦puj¡co:

uA(x) = 0

uB(x) =
0, 9% · 0, 48 + 3 · 0, 01√

3
=
0, 034
1, 73

= 0, 02(mA)

u(x) =
√
02 + 0, 022 = 0, 02(mA)

Poprawny zapis wyników

Podaj¡c wyniki przeprowadzonych pomiarów nale»y przestrzega¢ zasad:

� Wynikiem pojedynczego pomiaru jest odczyt z przyrz¡du, wynikiem eksperymentu z
seri¡ pomiarów � ±rednia arytmetyczna

� Wynik zawsze podajemy z niepewno±ci¡

� Niepewno±¢ najcz¦±ciej podajemy jako niepewno±¢ standardow¡ dopisan¡ w nawiasie:

10, 2(0, 1)A lub 10, 2(1)A

� oba zapisy oznaczaj¡ to samo i s¡ poprawne

� Niepewno±¢ mo»na poda¢ jako niepewno±¢ graniczn¡ � wtedy zapisujemy ±, np.:

10, 2± 0, 2A

� Niepewno±¢ podajemy z co najwy»ej dwoma cyframi znacz¡cymi. Wygodnie przyj¡¢
zasad¦, »e je±li pierwsza cyfra znacz¡ca to �1� lub �2�, to podajemy dwie cyfry zna-
cz¡ce, natomiast je±li �3� i wi¦cej � jedn¡. Niepewno±ci ZAWSZE zaokr¡glamy w gór¦.
Przykªady:

0, 483A ⇒ 0, 5A

0, 2333A ⇒ 0, 24A

5, 28A ⇒ 6A

� Wynik pomiaru podajemy z liczb¡ cyfr znacz¡cych odpowiadaj¡c¡ niepewno±ci. Wynik
pomiaru zaokr¡glamy zgodnie z zasadami matematyki (od �5� w gór¦, poni»ej �5� � w
dóª), na przykªad:

U = 1, 275V i u(U) = 0, 12V ⇒ U = 1, 28(12)V lub U = 1, 28(0, 12)V

P = 133, 24W i u(P ) = 6W ⇒ P = 133(6)W

W przytoczonych wcze±niej przykªadach wynik pomiaru wzrostu mo»emy zapisa¢:

Wzrost = 185, 1(3)m

Wynik pomiaru nat¦»enia pr¡du wyniósª:

I = 0, 48(0, 02)mA
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Przykªad z pomiarem masy

Pan Kowalski postanowiª si¦ zwa»y¢ na prostej wadze ªazienkowej. Po pierwszych próbach
zauwa»yª, »e wynik na wadze zmienia si¦, zdecydowaª si¦ wi¦c na wykonanie serii pomiarowej.
Wyniki pomiarów przedstawia tabela 1.

Nr pomiaru 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Masa 82,9 82,5 81,2 81,5 83,3 78,9 82,6 83,0 81,9 81,0

Tabela 1: Wyniki pomiarów masy na wadze ªazienkowej

Rysunek 4: Wyniki pomiarów masy na wadze
ªazienkowej. Wyniki �uktuuj¡ w sko«czonym
zakresie, pomiar 6 odstaje i mo»e zosta¢ od-
rzucony (bª¡d gruby).

Wyniki zostaªy naniesione na wykres �
rysunek 4. Na wykresie ªatwo zauwa»y¢, »e
pomiar 6 wyra¹nie odstaje od pozostaªych
wyników. Taki przypadek nale»y od razu od-
rzuci¢ z analizy jako bª¡d gruby. Dla pozo-
staªych 9 pomiarów obliczamy ±redni¡, od-
chylenie standardowe i odchylenie standar-
dowe ±redniej zgodnie ze wzorami 1, 2 i 3.
Do tego celu mo»emy wykorzysta¢ te» po-
dane w poprzednim przykªadzie formuªy pro-
gramu excel:

msr = 82, 21kg

σ(m) = 0, 84kg

σ(msr) = 0, 28kg

Niepewno±¢ typu A wynosi wi¦c:
uA(m) = 0, 28kg

Teraz niepewno±¢ typu B � podziaªka wagi to 0,1 kg, a wi¦c niepewno±¢ wynosi:

uB(m) =
0, 1√
3
= 0, 058kg

Otrzymana niepewno±¢ standardowa b¦dzie pierwiastkiem sumy kwadratów niepewno±ci skªa-
dowych:

u(m) =
√
u2A(x) + u

2
B(x) =

√
0, 282 + 0, 0582 = 0, 29(kg)

Rysunek 5: �rednia pomiarów masy z drugiego
dnia ró»ni si¦ od poprzedniej ±redniej. Wynik
nie mie±ci si¦ w przedziale ±u(m) (w którym
znajduje si¦ prawdziwa masa z 67% pewno-
±ci¡), ani w przedziale ±2u(m) (w którym znaj-
duje si¦ prawdziwa masa z 95% pewno±ci¡!)

Masa pana Kowalskiego wynosi (0,29 kg
mo»emy spokojnie zaokr¡gli¢ ju» w gór¦):

m = 82, 2(3)kg

Nast¦pnego dnia pan Kowalski ponownie
stan¡ª na wadze. Okazaªo si¦, »e przyrz¡d po-
kazuje warto±ci w okolicach 83 kg! Ekspery-
mentator zacz¡ª podejrzewa¢, »e wyniki te s¡
zbyt du»e w porównaniu do obliczonej po-
przedniego dnia ±redniej. Jak stwierdzi¢, czy
nie popeªniono bª¦du?

Na rysunku 5. przedstawiono porówna-
nie wyników ±rednich z dwóch dni. Jak wida¢
nowa ±rednia wykracza poza poprzed-

nio obliczon¡ wag¦ o wi¦cej, ni» nie-

pewno±¢ oszacowania. Jeste±my wi¦c pewni, »e popeªniono bª¡d. Co mo»e by¢ jego ¹ró-
dªem?
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Pan Kowalski wykonaª pomiary w ci¡gu kilku minut. Nie wzi¡ª pod uwag¦ �zjologii orga-
nizmu � by¢ mo»e rano nast¦pnego dnia zjadª ob�te ±niadanie i wypiª du»¡ kaw¦? Fizjologia
organizmu jest kolejnym ¹ródªem niepewno±ci!

Rysunek 6: �rednia pomiarów z drugiego dnia
nieznacznie wykracza poza obszar ±u(m) - nie
ma powodu by s¡dzi¢, »e ponownie popeªniono
bª¡d w szacowaniu niepewno±ci

Pan Kowalski mo»e naprawi¢ swój bª¡d
na dwa sposoby:

� Dzienna zmienno±¢ masy ciaªa jest zja-
wiskiem losowym. Mo»na wi¦c wyko-
na¢ seri¦ pomiarów nie w ci¡gu kilku
minut, lecz o losowych godzinach w
przeci¡gu kilku kolejnych dni. Otrzy-
mana zmienno±¢ b¦dzie znacznie wi¦k-
sza i uwzgl¦dni dwa zjawiska � �zjolo-
gi¦ i losowo±¢ przyrz¡du pomiarowego
(Niepewno±¢ typu A)

� Masa ciaªa nie zmienia si¦ w nie-
sko«czonym zakresie. Zdroworozs¡d-

kowo mo»emy przyj¡¢, »e warto±ci¡ graniczn¡ jest np. 1 kg i na jej podstawie obliczy¢
niepewno±¢ standardow¡ (Niepewno±¢ typu B).

Zastosujmy drug¡ metod¦. Bª¡d graniczny wynosi 1 kg, a wi¦c niepewno±¢ standardowa
typu B wynosi:

uB2(m) =
1√
3
= 0, 58kg

Caªkowita niepewno±¢ standardowa, zªo»ona z trzech skªadowych wyniesie:

u(x) =
√
u2A(x) + u

2
B1(x) + u

2
B2(x) =

√
0, 282 + 0, 0582 + 0, 582 = 0, 65(kg)

Masa pana Kowalskiego z uwzgl¦dnieniem poprawki wynosi:

m = 82, 2(7)kg

Jeszcze o ¹ródªach niepewno±ci

Zauwa»my na koniec, »e niepewno±ci z niektórych ¹ródeª s¡ pomijalnie maªe w porównaniu
do innych. Tak jest w przypadku eksperymentu z mas¡ � niepewno±¢ typu B wynikaj¡ca z
podziaªki wagi jest znacznie mniejsza ni» dwie pozostaªe skªadowe. Gdyby±my nie uwzgl¦dnili
tego skªadnika, niepewno±¢ standardowa pomiaru po zaokr¡gleniu wyniosªaby dokªadnie tyle
samo � 0,64 kg (prosz¦ sprawdzi¢!). Warto mie¢ to na uwadze � po przeanalizowaniu

wszystkich potencjalnych ¹ródeª niepewno±ci eksperymentator mo»e oceni¢, które

z nich s¡ dominuj¡ce i tylko je uwzgl¦dni¢. Jest to dobry sposób na optymalizacj¦ czasu,
a czasem i kosztów eksperymentu.

Twoja kolej

Zaproponuj eksperyment �zyczny, w którym dokonasz pomiaru wybranej wielko±ci �zycz-
nej. Zastanów si¦, co mo»e by¢ ¹ródªem bª¦dów. Które z nich s¡ istotne, a które pomijalnie
maªe? Podziel ¹ródªa niepewno±ci na typ A i B. Na koniec mo»esz przeprowadzi¢ pomiary i
zapisa¢ wynik z niepewno±ci¡.
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